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1. Aufgabe: (Einstieg)
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Seien (V, (-,-)) ein euklidischer Vektorraum, sowie v1,v2,v3 € V und Uy, Us Unterrdume von V. Welche der

folgenden Aussagen sind wahr?

O Wenn (v, v2) = 0 = (vg,v3) ist, dann gilt auch (v, v3) = 0.

O Wenn fiir alle x € Uy, y € Uy die Bedingung (z,y) = 0 gilt, dann folgt U; C Us-.

O Es gilt (Uy + Uz)*t = Ui + Uy

00 Wenn A, B € Mat(n; C) unitire Matrizen sind, dann sind auch A=!, AB und A + B unitr.

O Da folgende Matrix unitér ist, gilt fiir ihre Determinante | det(A4)] =1
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2. Aufgabe: (Orthogonale Komplemente)
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Sei V' = Mat(2;R) gegeben. Betrachten Sie das Skalarprodukt

(A, B) := spur(A' B)

€ Mat(4;C).

fiir 2 Matrizen A, B € Mat(2;R), wobei die Spur die Summe der Hauptdiagonalelemente ist.

a) Beweisen Sie die positive Definitheit von (-, -).

b) Seien 2 Unterrdume

0 a
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von V gegeben. Bestimmen Sie die orthogonalen Komplemente von Uy, Us, Uy N Us, Uy + Uy bzgl.

(A, B).

c) Bestimmen Sie die darstellende Matrix des Skalarproduktes bzgl. der Basis

o) (o)

o= o) (



3. Aufgabe: (Schmidtsches Orthonormierungsverfahren I)

Wir betrachten den euklidischen Vektorraum (R%, (-, -)) mit dem euklidischen Skalarprodukt. Sei der Unter-
raum

U= Span({vlav%vii}) = span ({(717 27 23 0)7 (07 713 17 1)7 (717 1737 1)})

gegeben. Berechnen Sie eine Orthonormalbasis von U ohne vorher zu testen, ob die Vektoren linear unab-
héngig sind.

4. Aufgabe: (Schmidtsches Orthonormierungsverfahren II)

a) Zeigen Sie, dass durch

(x,y) == 21y1 + 221Y2 + 2T2y1 + 5T2y2, T = (v1,22),y = (y1,y2) € R?

ein Skalarprodukt auf R? definiert ist. Was ist die darstellende Matrix von der Bilinearform beziiglich
der Standardbasis?

b) Sei || - || die von (-, -) induzierte Norm. Berechnen Sie ||a|| fir a = (-2, 3).

c) Sei V := (R? (-,-)). Berechnen Sie eine Orthonormalbasis zu der Basis (v1,v2) = (e1,e1 — e3) von V.

5. Aufgabe: (Orthogonale Abbildung)
Seien gegeben B = {1,z — 1,2? — 2z + 1} C Ry[z], ¢ =2 — z und
fiRofz] = Rofa],  f(p) =pog
(+,) : Ro[z] X Ra[z] — R, (k,m) = k(0)r(0) + k(1)r(1) + k(2)r(2).
a) Zeigen Sie, dass (-,-) ein Skalarprodukt auf Ry[z| definiert.

b) Ist B eine Orthogonalbasis von Ry[z] bzgl. (-,-)?

c) Beweisen Sie, dass f eine orthogonale Abbildung in (Ro[z], (-,-)) ist.

6. Aufgabe: (Orthogonale Matrizen)

Es seien v,w € V := R% Wir betrachten den euklidischen Vektorraum (V,(-,-)) mit dem euklidischen
Skalarprodukt.
Sei die Relation ~ auf V gegeben durch

v~ w < Es existiert ein Q € O(2) mit v = Qu.

Zeigen Sie, dass ~ eine Aquivalenzrelation auf V definiert und dass (3,1) und (1,3) in Relation stehen.
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1. Aufgabe: (Einstieg)

Welche der folgenden Aussagen sind wahr?
O Wenn A € Mat(n; C) dhnlich zur Einheitsmatrix ist, dann ist A die Einheitsmatrix.

O Das Mimimalpolynom einer Matrix A € Mat(n;R) zerfillt iiber R immer.

O Folgende Matrizen aus Mat(n;R) sind in Jordanscher Normalform

1 0 0 2 10 2 10 2 10 2 00
0 -3 0 0 2 1 0 2 1 0 2 0 01 0
0 0 =« 0 0 2 0 0 1 0 0 O 0 0 2

O Wenn N € Mat(n; C) nilpotent ist, dann ist N nicht diagonalisierbar.

O Das Polynom P(z) = 2% — 2% + 42 — 4 kann man als Produkt von Linearfaktoren iiber C darstellen.

2. Aufgabe: (FEigenwerte und Eigenvektoren)

Sei die lineare Abbildung
FiR? 5 R? (21,20) — (421 — 29, —21 + 43)
gegeben.
a) Bestimmen Sie alle Eigenwerte und Eigenrdume von f.
b) Begriinden Sie, dass f diagonalisierbar ist.

c) Sei B = (e1,e2) die Standardbasis des R? und A = Mg 5(f). Geben Sie eine Matrix S € GL2(R) und
eine Diagonalmatrix D € Mat(2; R) an, sodass

A=S8-D-S71.
d) Gibt es auch ein S € O(2), sodass S™1AS eine Diagonalmatrix ist?

e) Geben Sie alle Eigenwerte und Eigenrdume von der Umkehrabbildung f~! an, ohne f~! auszurechnen.

3. Aufgabe: (Beweis-Aufgaben)

Beweisen Sie folgende Aussagen.

a) Eine Matrix A € Mat(n;R) ist genau dann invertierbar, wenn A = 0 kein Eigenwert von A ist.
b) Die Menge
G = { f:R? = R?| f ist ein Automorphismus und v = (1, 1) ist ein Eigenvektor von f }

ist eine Gruppe mit der Hintereinanderausfithrung von Funktionen o.



4. Aufgabe: (Lineare Abbildung im Polynomring)
Betrachten Sie die lineare Abbildung
fiRyfz] = Ryfz], oat+ ap— (a1 — 200)t + (31 — 4ay)
a) Wie sieht die darstellende Matrix Mp p(f) aus, wenn B = (t + 1,2t + 3) ist?

b) Berechnen Sie alle Eigenwerte von f.

c) Ist f diagonalisierbar?

5. Aufgabe: (Diagonalisierbarkeit)

Welche der folgenden Matrizen sind diagonalisierbar in K = R oder K = C?

5 -2 2 1 0 2 0 4 -8 1 0 1
A=[4 -1 4 B=|0 1 3 c=(10 -4 D=|s* s —s|, seRr.
4 -4 7 -1 -1 -3 1 2 —6 1 0 1

Wie sieht jeweils das Minimalpolynom aus?

6. Aufgabe: (Ideal)

Es seien gegeben
I={peR[z]|p(2-1) =0} flx) =2 —4x+5

Zeigen Sie, dass I ein Ideal in R[z] ist und dass I = (f) gilt (d.h., dass I ein Hauptideal von R[z] ist).
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1. Aufgabe: (Einstieg)

Welche der folgenden Aussagen sind wahr?
O Durch f(1,0) = (1,0) und f(0,1) = (2,0) ist ein eindeutiger Monomorphimus f : R? — R? gegeben.
0 Es gibt einen Epimorphismus g : R5 — R2.
O Wenn A € Mat(n;R) invertierbar ist, dann gilt ker hy = {0}.

O Fir alle A € Mat(n;R),b € R ist g : R" — R™ mit g(x) = Az + b ein Homomorphismus.

2. Aufgabe: (Homomorphismus)

Seien n € N, V =R, [z], W = R,,_1[z] und

n n—1
f:V-=w, f <Z aixi> = Z(z + a2

gegeben.
a) Zeige, dass f ein Homomorphismus ist.

b) Wie sieht die darstellende Matrix Mp g(f) zur Basis

B={2"|ieN,i<n} aus?

c¢) Kann man V und W so abéndern, dass f ein Isomorphismus ist?
d) Sei g: W — V mit

n—1 n 1
= =

Gelten die Aussagen 1) go f =idy und 2) fog=idy ?

3. Aufgabe: (Epi-, Mono-, Automorphismen)

Seien w,z € Zund fy,, : R = R, f, .(z) = w - x + z gegeben.

a) Fir welche w,z € Z ist f, . ein Homomorphismus? Wie sieht in diesen Fillen ker f, , und im f, ,
aus?

b) Fir welche w, z € Z ist fy, , ein Epi-, Mono- oder Automorphismus?



4. Aufgabe: (Rang und Invertierbarkeit)

Betrachte die Matrizen aus V' = Mat(2; R), W = Mat(3; R) oder U = Mat(2, 3; R)

2 1 3 0 -1 4
A:(g (2)>EV B:(Zl1 ; g)EU C=1[3 -3 0|]eW D=1 0 -=-2]eW
1 2 3 4 2 0

a) Bestimme den Rang der Matrizen.

b) Was kannst du iiber ihre Invertierbarkeit sagen? (Berechne eine inverse Matrix.)

5. Aufgabe: (Darstellende Matriz)
Sei f:R3 — R3, f(z1, 2, 73) = (T1 + T2 + T3, —3x3, 72 — 271) gegeben.
a) Bestimme die darstellende Matrix Mp p(f) zur Standardbasis des R3.
b) Berechne die Determinante det(Mp 5(f)).
c) Wie sieht im f aus?
d) Welche Dimension hat der Kern von f?
e) Bestimme die darstellende Martix Mp/ p/(f~!) der Umkehrabbildung von f~! zur Basis

B'={(1,1,0),(0,2,0),(1,2,3)}
6. Aufgabe: (Lineare Gleichunssysteme)

Bestimme die Losungsmenge fiir die Gleichungssysteme

a) b) c)
201 — x9 + 223 = 2
Ty +To+x3=-2 —x1+ 20 —23=23 4ry — Txg + 23 =0
To+x3=3 T1+To+23=1 —x1 + 629 +423=0
T + 229 + 33 = —1 T, +3xs +23 =4 —2x1 — 2o —bx3 =0

7. Aufgabe: (Parameterabhdngige lineare Gleichunssysteme)

Bestimme falls moglich den Parameter f € R so, dass die folgenden Gleichungssysteme 1) genau eine, 2)
eine, 3) keine Losung haben.

a) b)
7211 +2$2 +2933 =0
1‘1+fl‘2:2 S5x1 +4xs —x3 =0
2fx1 +2x0 =4 x1 — fro+3x3=0
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1. Aufgabe: (Einstieg)

Welche der folgenden Aussagen sind wahr?
O Das Erzeugnis einer zwei-elementigen Teilmenge des R* hat immer Dimension 2.
O Ein Erzeugendensystem eines Unterraums U von R? mit dim(U) = 2 hat mindestens 2 Elemente.
O Es gibt 2 Unterrdume U; und Us des R? mit dim(U;) = dim(Us) = 2 und U; @ Uy = R3.

O Seien V ein Vektorraum und vy, ve € V. Es gilt span({v;}) 4+ span({va}) = span({v1,va}).

2. Aufgabe: (Unterraume)

Bestimme, ob die folgenden Mengen Unterriume von (C3,+,-) iiber C sind.
a) Uy = { 0,0,0)}
b) Uz ={(0,3,3a) | a € C}

(

(

c) Us ={(a,0,2a —b) | a,b € R}

d) Uy ={(2a —b,a,b) | a,b e C}
(

e) Us={(a,b—c,c—2)|a,bceC}

3. Aufgabe: (Linearkombination)

Sei M = {(1,2,6),(4,0,3),(—2,2,—2)} C R? gegeben. Stellen Sie folgende Vektoren als Linearkombination

von Vektoren aus M dar.
v = (2,-2,2) vy = (1,0,0)

vy = (0,4,4) vy = (6,4,1)

4. Aufgabe: (Lineare Unabhingigkeit)

Seien @ € R und B = {(2,—1,a),(—2a,a,—16)} C R3.
a) Bestimme alle a, fiir die B linear abhéngig ist.

b) Wile a so, dass B linear unabhéngig ist und ergéinze B zu einer Basis von R?.



5. Aufgabe: (Basis und Dimension)

Stelle jeweils eine Basis der folgenden Vektorrdume auf. Welche Dimension haben sie?

a)
Vi = {(g 2bb) € Mat(2:R) | a,b R}

b) Vo ={(2,y,2,0) eR* | z,y,z € R,y = 22}
c) Vs ={(2¢—a,2a,b—c,d) € C*|a,b,c,d € C}

6. Aufgabe: (Basiserginzung)

Ergénze die folgenden Mengen M; zu einer Basis des angegebenen Vektorraums V.
a) V=R3 M ={(54,3),(2,1,0)}
b) V =C3 My = {(1,i,0)}
c) V ={p €Rafz] [ p(5) = 0}, M3 = {z — 5}

d)vz{(‘c‘ Z)eMat(ZR)a,b,ceR}7M4={<é 5)@ 8)}



